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material behaves  like  a  conventional  isotropic material.  If one or  two of  the principal  stresses  are 
positive,  the material behaves  like an orthotropic material: “cracking  strains” c  0 arise along  the 
tensile isostatic line(s), whereas the material behaves elastically along the direction(s) of the principal 
compressive  stress(es). Finally,  if I  ≥ 0,  the material behaves  like a  “void phase”, allowing  for any 
positive semidefinite “cracking strain”. 
A  suitable  equivalent  orthotropic material  can  be  defined  to match  the  behaviour  of  the  real  no‐
tension material according to the sign of the principal stresses. Let ̃ݖ௜, i=1,2,3, be the symmetry axes of 








































ۍ 1/ܧ෨ଵ െ෤ଶଵ/ܧ෨ଶ െ෤ଷଵ/ܧ෨ଷ 0 0 0െ෤ଵଶ/ܧ෨ଵ 1/ܧ෨ଶ െ෤ଷଶ/ܧ෨ଷ 0 0 0
െ෤ଵଷ/ܧ෨ଵ െ෤ଶଷ/ܧ෨ଶ 1/ܧ෨ଷ 0 0 0
0 0 0 1/ܩ෨ଵଶ 0 0
0 0 0 0 1/ܩ෨ଶଷ 0








In eq. (2), ܧ෨௜,  i=1,2,3,  is the Young’s modulus of the equivalent material along the symmetry axis  ̃ݖ௜, 
ܩ෨௜௝ i,j=1,2,3, is the shear modulus in the symmetry plane ሺ̃ݖ௜, ̃ݖ௝ሻ and ෤௜௝, i,j=1,2,3, is the Poisson’s ratio 
along  ̃ݖ௝   under  uniaxial  tension  along  ̃ݖ௜.  The  equalities  ෤ଵଶ/ܧ෨ଵ  =  ෤ଶଵ/ܧ෨ଶ	,  ෤ଵଷ/ܧ෨ଵ  =  ෤ଷଵ/ܧ෨ଷ	  and 









those  of  the  isotropic  no‐tension material  through  a  generalization  of  the  so‐called  SIMP material 
model (see e.g. [6]), such that: 
ܧ෨ଵ ൌ ߩଵ௣ܧ,     ܧ෨ଶ ൌ ߩଶ௣ܧ,     ܧ෨ଷ ൌ ߩଷ௣ܧ,
ܩ෨ଵଶ ൌ ටߩଵ௣ߩଶ௣ ாଶሺଵାሻ,    ܩ෨ଶଷ ൌ ටߩଶ
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ࡰ ൌ ࢗࡰ෩்ࢗ  (5) 






ۍ ܳଵଵଶ ܳଵଶଶ ܳଵଷଶ √2ܳଵଶܳଵଷ √2ܳଵଷܳଵଵ √2ܳଵଵܳଵଶ
ܳଶଵଶ ܳଶଶଶ ܳଶଷଶ √2ܳଶଶܳଶଷ √2ܳଶଷܳଶଵ √2ܳଶଵܳଶଶ
ܳଷଵଶ ܳଷଶଶ ܳଷଷଶ √2ܳଷଶܳଷଷ √2ܳଷଷܳଷଵ √2ܳଷଵܳଷଶ
√2ܳଶଵܳଷଵ √2ܳଶଶܳଷଶ √2ܳଶଷܳଷଷ ܳଶଶܳଷଷ ൅ ܳଶଷܳଷଶ ܳଶଵܳଷଷ ൅ ܳଶଷܳଷଵ ܳଶଵܳଷଶ ൅ ܳଶଶܳଷଵ
√2ܳଷଵܳଵଵ √2ܳଷଶܳଵଶ √2ܳଷଷܳଵଷ ܳଷଶܳଵଷ ൅ ܳଷଷܳଵଶ ܳଷଵܳଵଷ ൅ ܳଷଷܳଵଵ ܳଷଵܳଵଶ ൅ ܳଷଶܳଵଵ






















ۓminఘభ,ఘమ,ఘయ ଵଶ ׬ ࢿ்ሺ࢛ሻࡰሺߩଵ, ߩଶ, ߩଷ; ߠଵ, ߠଶ, ߠଷሻࢿሺ࢛ሻ݀
s. t. ׬ ࢿ்ሺ࢛ሻࡰࢿሺ࢜ሻ݀ ൌ ׬ ࢚଴்࢜೟ ݀	࢜, ࢛|ೠ ൌ ࢛଴	
ߠଵ, ߠଶ, ߠଷ|̃ݖଵ ൌ ݖூ, ̃ݖଶ ൌ ݖூூ, ̃ݖଷ ൌ ݖூூூ
ߩଵ, ߩଶ, ߩଷ|ߪூ ൑ 0, ߪூூ ൑ 0, ߪூூூ ൑ 0
ߩ୫୧୬ ൑ ߩଵ, ߩଶ, ߩଷ ൑ 1
(8) 
In  the  above  equation,  the  objective  function  is  the  elastic  strain  energy  computed  through  the 
displacement field u over the 3D domain , whereas the minimization unknowns are the fields of the 
“normalized material densities” i, i=1,2,3. The boundary of the domain,  = t  u, usually consists 
of  two different parts:  the  former  is  subjected  to  given  tractions  t0, whereas  the  latter undergoes 
prescribed  displacements  u0.  Eq.  (8.2)  requires  that  the  displacement  field  fulfils  the  elastic 
equilibrium  in  and along , whereas Eq.  (8.3) prescribes alignment of  the  symmetry axes of  the 
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equivalent  orthotropic  material  to  the  principal  stress  directions.  Finally,  Eq.  (8.4)  requires  the 
normalized densities to define a compression‐only stress state all over the domain. 
















ݔ1݁, ݔ2݁, ݔ3݁|ߪ݁ܫ, ߪ݁ܫܫ,ߪ݁ܫܫܫ ൑ 0,















A  semi‐circular  arch  is  first  considered  (Figure  2).  Under  plane  strain  conditions,  or  with  suitable 
transversal constraints, the arch can be representative of any segment of a barrel vault. The arch has 
an  internal  radius  ri=0.4  m,  whereas  the  external  radius  re=0.5  m.  A  three‐dimensional  model  is 
analysed  through  a  tetrahedral‐based discretization made of 8329  elements,  assuming  the  arch  to 
have a  thickness of 0.1m. The elastic properties of  the material are E = 10,000 MPa and  ν = 0.1. A 
radial pressure of 0.1 MPa acts along the external surface of the arch; a horizontal live load λF, with F 
= 1 kN and increasing with the multiplier λ, is applied at approximately half of the height of the arch. 
This  structure  was  originally  investigated  in  [10]  to  compare  the  value  of  the  collapse  multiplier 
computed  through  a  no‐tension  complementary  energy  formulation  to  the  result  achieved  by  a 
conventional  limit  analysis  suggesting  a  four‐hinges  collapse  mechanism  and  an  ultimate  load 
multiplier λc = 0.272. The solid  line  in Figure 3 shows the diagram of the horizontal displacement of 
the  point  loaded  by  the  horizontal  force  versus  the  load multiplier  λ,  as  computed  in  the  original 
reference [10] through a plane strain discretization. A much finer 3D mesh  is herein implemented to 
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In  the  continuation  of  the work,  the  simplification  adopted  so  far,  according  to which masonry  is 
macroscopically isotropic, will be removed to take elastic anisotropy into account. The cracking strains 
predicted  by  the  proposed  approach  will  be  also  compared  with  those  obtained  by  incremental 
analyses carried out with commercial FE (or XFE) programs. Finally, the possibility of defining optimal 
reinforcing  layouts  will  be  dealt  with,  extending  the  formulation  adopted  here  to  distribute  the 
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